BRANCH AND BOUND APLICADO NO PROBLEMA DE COBERTURA DE
FUNCOES BOOLEANAS

Tercio Alberto dos Santos], Alexandre César Rodrigues da Silva’ e Carlos Eduardo da Silva Santos®

Resumo — Este trabalho apresenta um método para a
obtengdo de cobertura minima para uma func¢do booleana
empregando o algoritmo Branch and Bound modificado. A
partir da formulagdo do problema de cobertura de fungoes
booleanas como um problema de programagdo linear
inteira 0 e I, cuja formula¢do é apresentada a seguir, a
solugdo otima global é obtida.
MIN CT. X de modo que

AX > b

X2>0

Onde: X € Rn; C € Rn;, b€ Rn e A € R"" com posto
completo. Varios métodos para a geracdo de implicantes
primos podem ser utilizados para a geragdo da formulagdo
da cobertura. Empregou-se neste trabalho o algoritmo
Expander que utiliza-se do método de expansdo de Shannon.
Uma grande variedades de fungdes booleanas foram
estudadas, cujos resultados comprovaram a eficiéncia
computacional deste tipo de abordagem. O algoritmo
implementado em linguagem de programagdo esta sendo
comparado com outros algoritmos ja implementados.

Palavras chave — Programag¢do Matematica, Otimizagdo
de Func¢oes Booleanas, Branch and Bound, Plano de Corte,
Dual Simplex.

INTRODUCAO

A otimizagdo logica a dois niveis tem suas raizes hd muitas
décadas atras e estd baseada na teoria classica sobre a
algebra de chaveamento. Varios textos tratam do assunto [1],
[2], [3]. Os primeiros algoritmos para a minimiza¢do exata
foram propostos por Quine [4] e por McCluskey [2]. Uma
grande variedade de métodos foram propostos ao longo dos
anos como, por exemplo, o método de Rudell ¢ Sangiovanni
[5] denominado Espresso-Exact, o método de Dagenais et ali
[6] denominado de McBoole, o método de Coudert ¢ Madre
[7] e muitos outros.

Com o aumento da complexidade dos circuitos digitais
a minimizacdo logica exata tornou-se impraticavel até
algumas décadas atrds. Com o aumento da velocidade e da
capacidade de memoria das estagdes de trabalho, aliado ao
desenvolvimento de eficientes métodos de cobertura para
uma solugdo exata, revitalizou-se o interesse por essa area de
pesquisa.

Atualmente, tem-se como um dos mais eficientes
algoritmos de minimizagdo de fungdes booleana o programa
denominado BOOM (A Heuristic Boolean Minimizer) [§],
cuja principal caracteristica ¢ a combinagdo da geragdo dos
implicantes primos em conjunto com a solugdo do problema
de cobertura, o que leva a uma redu¢do no numero de
implicantes primos gerados.

Este trabalho trata sobre a resolugdo do problema de
cobertura de fungdes booleanas formulada como um
problema de programacdo matematica. Implementou-se trés
algoritmos descritos na literatura com o objetivo de avaliar o
que melhor soluciona o problema de cobertura. Foram
implementados o algoritmo Branch and Bound, o Plano de
Corte de Gomory e o Dual Simplex. Utilizou-se como
critério de eficiéncia a quantidade de memoria utilizada, o
tempo de execugdo, a quantidade de iteragdes e a solugdo
obtida.

PROBLEMA DE COBERTURA

Toda cobertura minima de uma fun¢ao booleana ¢ solugao

de um problema de programacio linear inteira 0 e 1, dessa
forma todos os avangos da area da programagdo matematica
podem ser utilizados com o objetivo de soluciona-la. Muitos
métodos classicos podem ser empregados, porém nesse
trabalho implementou-se trés métodos, o Branch and Bound,
o Plano de Corte de Gomory e o Dual Simplex Canalizado
[9].

O método Simplex ¢ a base para o Plano de Corte de
Gomory ¢ para o Branch and Bound. O Dual Simplex
Canalizado ¢ uma forma alternativa para solucionar o
problema de cobertura sem a necessidade de se utilizar o
método Simplex.

Resolver o problema de cobertura consiste em encontrar
uma solugdo que satisfaga todas as restrigdes do problema e
que o custo da funcgdo objetivo, que representa o custo de
implementagdo da func¢do booleana, seja 0 menor possivel.

Na grande maioria dos exemplos tratados neste trabalho
obteve-se solugdo inteira no conjunto binario 0 e 1. Contudo,
em alguns casos encontrou-se uma solug@o otimista ( casos
ciclicos ). A identificacdo de casos ciclicos tornou-se
possivel, pois a solugdo ¢ fraciondria. Para esses casos
empregou-se 0 método Branch and Bound ou Plano de Corte
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de Gomory para encontrar a solugdo Otima global do
problema.

O algoritmo de Branch and Bound ¢ um algoritmo
enumerativo, cuja estrutura de resolucdo baseia-se na
constru¢do de uma arvore onde os nds representam os
problemas candidatos e os ramos representam as novas
restricdes que devem ser consideradas. Por intermédio dessa
arvore, todas as solugdes inteiras da regido viavel do
problema sdo enumeradas de modo implicito ou explicito o
que garante que todas as solugdes Otimas serdo encontradas.

O algoritmo de Plano de Corte [10] é um dos principais
algoritmos de programacdo linear inteira, o seu uso € pos
otimizacdo de PL internamente. Nesse algoritmo de uma
iteragdo para outra resolve-se um PL com uma restrigdo
adicional. Assim, os PL's sucessivos sdo diferentes em uma
restricdo adicional. Portanto, a estratégia mais evidente ¢
usar dual simplex que aproveita o quadro 6timo de um PL
para resolver o PL seguinte com a simples adi¢do no quadro
da nova restri¢ao corretamente atualizada para a base atual.

O algoritmo dual simplex canalizado ¢ o mais adequado
para reotimizar subproblemas de programagio linear (PL)
gerados pelos algoritmos de Branch and Bound na resolugéo
de um problema de programagao linear inteira.

No algoritmo de Branch and Bound cada problema (PL)
¢ diferente de seu antecessor em uma restricdo adicional da
seguinte forma:

Xj > k +1

(Bn)
(B2)

ou
Xj < k

Sendo k um niimero inteiro.

Embora as restrigdes do tipo P; e B, podem ser
adicionadas como uma restri¢ao padrdo e usar um algoritmo
dual simplex padrdo, essa estratégia aumenta sem
necessidade o tamanho do quadro e da base. Como as
restricdes 1 e B, sdo restricdes sobre uma tUnica variavel
entdo a melhor estratégia ¢ usar um algoritmo dual simplex
canalizado que leva em conta esse tipo de restricdes somente
de maneira implicita.

Varios métodos podem ser empregados para a
formulagdo do problema de cobertura. Neste trabalho
utilizou-se o algoritmo Expander [11] que implementa
Meétodo de Expansdo de Shannon.

O METODO DE EXPANSAO DE SHANNON

A geragdo de implicantes primos pelo Método de Expansdo
de Shannon ¢ uma técnica iterativa que permite obter
implicantes primos de uma dada fungdo boolena através de
simples operagdes sobre o conjunto de mintermos e/ou
estados "don't care", representados em notagdo decimal, que
descreve a fungdo original. Tal método pode ser empregado
em fun¢do com um grande nimero de varidveis. Todos ou,
quase todos os implicantes primos que ndo estariam no
conjunto solugdo sdo eliminados, simplificando, desse modo,
a busca pela solu¢do minima.
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Como exemplo considere a fung@o booleana f(A,B,C,D)
*m(0, 6, 8, 10, 15) + d(1, 2, 7, 9, 11, 14). Para a
formulag@o do problema de cobertura utilizou-se o algoritmo
Expander cujo arquivo de entrada e de saida estdo
apresentados na Figura 1 e na Figura 2, respectivamente. A
tabela de cobertura proposta por McCluskey, consiste de
colunas contendo todos os mintermos da funcdo e de linhas
que representam todos os implicantes primos gerados. A
Tabela I apresenta a tabela de cobertura de McCluskey cujos
implicantes primos foram gerados pelo algoritmo Expander.

Com o auxilio da Tabela I, o problema de cobertura dos
mintermos transforma-se em um problema de programacéo
linear inteiro binario 0 e 1.

A Nova Locumemts de leale - Uloco de notm

ampien Eriee
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FIGURA. 1

TELA DO ARQUIVO DE ENTRADA DO PROGRAMA EXPANDER.

= B

4 Funcao - Bloco de notas

Arquiva  Editar  Pesquisar  Ajuda

PROGRAMA EXPANDER

Objetivo: Obter implicantes primos de funcoes booleanas

utilizando-se do Teorema de Expansdo de Shannon.
De posse dos implicantes primos o problema de
minimizag3o de fungdes booleanas e formulado como
um problema de programag3o linear inteira @8 e 1.
A fungdo é composta pelos seguintes Hintermos e Don't care states
127 921114 06 8 18 15
Implicantes primos obtidos :
(9,19)

(6,9)
(2,12)

tempo decorrido: 8.8080800888 seconds

[ Al
FIGURA. 2

TELA DO ARQUIVO DE SAIDA DO PROGRAMA EXPANDER.

TABELA I
TABELA DE COBERTURA DE MCCLUSKLEY CUJJOS IMPLICANTES PRIMOS
FORAM GERADOS PELO ALGORITMO EXPANDER

Mintermmos
Tmplicantes 0 ) 8 10 15
HH10 % X
1313 X X
H11X X X
00X b4 X
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Optou-se por tratar o problema de cobertura como um
problema matematico. Dessa forma, empregou-se uma
notagdo matematica mais simples.

Fazendo-se: x;=XX10, x,= 1X1X, x3 = X11X ¢ x4
= X00X o problema apresentado na Tabela I ¢ formulado
como um problema de programagdo linear inteira 0 e 1
como descrito a seguir [12]:

Minx, = 3x; + 3x, + 3x3 + 3x4

S.a.
X1+ Xp >1
X1 + X3 >1
+X, +X;3 >1
+ Xy >1

X1, X2, X3, X4 € {0, 1}

Na resolucdo deste problema de programacdo linear
usou-se uma linguagem de programacéo [13] MATLAB 5.3,
que foi implementado em duas etapas:

a) Fez-se um programa para resolver o problema
pelo método Simplex e obteve-se uma solugdo otimista,
apresentado na Tabela II.

TABELA II

SOLUCAO OTIMISTA PELO METODO SIMPLEX

7.5000 -1.5000 -1.5000 -1.5000 -3.0000
0.5000 -0.5000 -0.5000 0.5000 O
0.5000 -0.5000 0.5000 -0.5000 O
0.5000 0.5000 -0.5000 -0.5000 O
1.0000 0 0 0 -1.0000

O valor da fungdo objetivo ¢ igual a 7.5000, os valores
da coluna abaixo do valor da fung@o objetivo s@o os valores
das variaveis, ou seja, {(0.5000, 0.5000, 0.5000, 1.0000)};

b) A solugdo da primeira etapa ¢ otimista, entdo,
implementou-se o programa (Branch2) empregando o dual
simplex canalizado, assim, dando seqiiéncia na resolucdo do
método Branch and Bound.

No desenvolvimento
subproblemas P, ¢ P,.

do problema tem-se dois

Resoluciio do subproblema P,

Para resolver o subproblema P; acrescentou-se uma restrigdo
representado na Tabela III.

TABELA III

SOLUCAO OTIMISTA COM ACRESCIMO DA RESTRICAO

7.5000 -1.5000 -1.5000 -1.5000 -3.0000
0.5000 -0.5000 -0.5000 0.5000 0
0.5000 -0.5000 0.5000 -0.5000 0
0.5000 0.5000 -0.5000 -0.5000 0
1.0000 O 0 0 -1.0000
-0.5000 -0.5000 0.5000 0.5000 0
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Implementou-se o programa Dual Simplex Canalizado e
encontrou-se como solucdo 6tima global da fung@o booleana
apresentada na Tabela IV.

O valor da fungo objetivo ¢ igual a 9 e os valores da
coluna abaixo do valor da fungdo objetivo sdo os valores das
variaveis, ou seja, o conjunto verdade {(1, 0, 1, 1, 1)}.

TABELA IV
SOLUGCAO OTIMA DO SUBPROBLEMA P,

9 0 -3 -3 -3
1 0 -1 0 O
0O -1 1 0 O
1 1 -1 -1

1 0 0 0 -1
1 1 -2 -1 0

Resoluciio do subproblema P,

Para resolver o subproblema P, adicionou-se uma nova
restrigdo e implementou-se o programa Dual Simplex
Canalizado e obteve-se como solugdo 6tima do problema de
cobertura minima da fun¢do booleana f{A,B,C,D) = Zm(0,
6,8,10,15)+d(1,2,7,9, 11, 14) representado na Tabela V.

TABELA V
SOLUGCAO OTIMA DO SUBPROBLEMA P,
9 3 3 3 -3
0 0 0 1 O
1 -1 0 -1 O
1 0 -1 -1
1 0 0 0 -1
r -1 -1 2

A solugdo 6tima do subproblema P,, é o valor da F.O =9
(fungdo objetivo) e os valores das varidveis € o conjunto
verdade {(0, 1, 1, 1, 1)}.

Observa-se que em ambos os subproblemas P; ¢ P, o
custo da fungdo booleana f{A,B,C,D)= EZm(0, 6, 8, 10,15)
+d(1,2,7,9,11,14) é F.O.=9.

Outros algoritmos foram implementados neste Exemplo
na linguagem de programacdo MATLAB 5.3 e o valor
obtido em ambos os casos foi o mesmo para fungdo
booleana f{A,B,C,D)=ZXm(0, 6, 8, 10, 15) +d(1,2,7,9, 11,
14).

Implementacio do Algoritmo Dual do Simplex

Partindo-se do quadro otimista implementa-se o algoritmo
Dual Simplex na linguagem de programagdo (MATLAB
5.3), e obtém-se como resultado:
FO=9, X2=1,X3=1,X7=1eX4=1

Assim, a solugdo otima global do problema de cobertura
da funcdo booleana f{A,B,C,D)= Zm(0, 6, 8, 10,15) + d(1,
2, 7,9, 11, 14) é dada por: custo minimo igual a 9, e o
conjunto verdade {(0, 1, 1, 1, 0, 0, 1)}, embora em ambos
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casos os conjuntos verdades sejam diferentes, porém, o

custo € 0 mesmo.

Implementacio do Algoritmo Plano de Corte ou
Algoritmo de Gomory.

Partindo-se do quadro otimista da Tabela II encontrado pelo
algoritmo Simplex, e acrescenta-se uma restrigdo de corte
tem-se a Tabela VI, para depois implementar o algoritmo de
Gomory (Gomo2) na linguagem de programacdo MATLAB
5.3.

TABELA VI
ACRESCIMO DE UMA NOVA RESTRICAO NO QUADRO OTIMISTA

7.5000 -1.5000 -1.5000 -1.5000 -3.0000
0.5000 -0.5000 -0.5000 0.5000 0
0.5000 -0.5000 0.5000 -0.5000 0
0.5000 0.5000 -0.5000 -0.5000 0
1.0000 0 0 0 -1.0000
-0.5000 0.5000 -0.5000 -0.5000 0

Implementando o algoritmo de Gomory (Gomo2) tem-se
a apresentagdo da Tabela VII a qual apresenta a solugdo
otima do problema.

) TABELA VII
SOLUCAO OTIMA PELO METODO DE GOMORY
9 3 0 0 -3
1 -1 0 1 0
1 -1 1 0 0
o 1 -1 -1 0
1 0 0 0 -1
1 -2 1 1 0

A fungdo objetivo FO = 9 e os numeros que aparecem
na coluna abaixo do niamero 9 sdo os valores das variaveis,
ou seja, o conjunto verdade {(1, 1,0, 1, 1)}.

Comparando-se as trés implementagdes obteve-se o
conjunto de solugdes diferentes, porém com o mesmo custo,
ou seja, em todos os casos a solugdo minima global da
fun¢do booleana f{A,B,C,D) = Zm(0, 6, 8, 10,15) + d(1, 2,
7, 9, 11, 14) tem o custo igual a 9. Assim, obteve-se
parametros para os trés algoritmos implementados para
relacionar  custos, nUmeros de iteragdes, tempo
computacional e quantidades de memorias, apresentados na
Tabela VIII. Os resultados obtidos sdo:

TABELA VIII
APRESENTACAO DA ANALISE DOS ALGORITMOS BRANCH2, GOMO2 E
DUAL

Program | Custo | Iteracdo | Tempo(seg) | Mem.(bytes)
Branch2 9 6 2,56 2.772
Gomo?2 9 5 2,09 2.448
Dual 9 3 0,77 1.780
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As Figuras 3, 4 e 5, respectivamente, apresentam a
relacdo grafica das iteragdes, tempo gasto em segundos ¢
memoria em bytes dos trés algoritmos implementados.

ITERAGOES
2
jle] 8
O
g 6
o 4
k-]
2
£
50
=z Branch2 omo2 Dual
FIGURA. 3
APRESENTA AS ITERACOES GASTAS PELOS PROGRAMAS BRANC2, GOMO2
E DUAL.
TEMPO TOTAL
3
7
$2
c
S
1
(72}
0
Branch2 Gomo2 Dual
FIGURA. 4
APRESENTA O TEMPO GASTO PELOS PROGRAMAS BRANC2, GOMO2 E
DUAL.
MEMORIA
- 3.000
.g 2.500
22000
& 1.500 —
. 1.000 —
£ 50 —
= 0
Branch2 Gome2 Dual

FIGURA. 5
APRESENTA A QUANTIDA DE MEMORIAS GASTA PELOS
PROGRAMAS BRANC2, GOMO2 E DUAL.
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CONCLUSAO

Os circuitos elétricos sdo representados matematicamente
pelas fungdes booleanas e neste trabalho revolveu-se a
fun¢do booleana f{A,B,C,D)= Zm(0, 6, 8, 10,15) + d(1, 2,
7,9, 11, 14) como exemplo. Através do algoritmo Expander,
que utiliza-se do método de expansdo de Shannon, gerou-se
os implicantes primos as fungdes e o problema de cobertura
foi modelado como um problema de programacao
matematica.

Visto que todo problema de cobertura minima de uma
fungdo booleana ¢  solugdo de um problema de
programagdo linear inteira 0 e 1, implementou-se o
algoritmo de Branch and Bound e encontrou-se a solugéo
otima global do problema de cobertura minima.

Comparando-se ~ com a implementacdo de outros
algoritmos como Plano de Corte de Gomory e Dual Simplex
observou-se que os trés algoritmos implementados
encontram o mesmo custo. A analise da Tabela II mostra os
parametros entre os programas Branch2, Gomo2 e Dual
quanto ao numero de iteragdes, quantidade de memorias e o
tempo em segundos gastos na execugdo de cada programa.
Chega-se a conclusdo que entre os trés programas
implementados o Dual leva uma ligeira vantagem, pois tem
um niimero menor de iteragdes, o tempo gasto para executar
o programa € menor comparando com os outros dois e a
quantidade de memorias € bem menor.

Muito outros casos de cobertura estdo sendo avaliados
com o objetivo de validar os algoritmos implementados.
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